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相信大家應該都學過線性規劃（Linear Programming）這個方法。在可以利用線性

規劃求解的題目中，通常符合一個標準的形式，其中包含有希望最大化或最小化的目標

函數（Objective Function），以及幾種常見的限制條件（Constraints）。以下是一個簡單的

例子：

Maximize Z = 5x1 + 7x2

                                          subject to
x1 ≤ 5
2x2 ≤ 9
3x1 + 2x2 ≤ 12
x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

維度低的線性規劃題目，可以用圖解法求得。對於較高維度的題目，也已經有寫好

商用軟體（例如 Excel、Matlab等）可以提供答案。

今天要討論的動態規劃（Dynamic Programming）演算法，其實也是用來計算最大

值或最小值。只不過與線性規劃演算法最大的不同點，是在於利用動態演算法來求解的

題目，不同問題之間的形式變化可以很大，因此要決定一個題目是否適合利用動態演算

法求解，需要稍微思考一下。通常以動態演算法求解問題的流程，可歸納出以下幾個特

點：

(1) 問題可以分解成前後幾個步驟（Stages），每個步驟有數個可能的開始狀態（States）。

(2) 每個步驟會進行一次決策過程，把目前步驟的開始狀態，經過計算得到對應下一個步

驟的各種可能開始狀態。

(3) 對於一個給定的狀態，進行之後步驟的決策過程時不會再考慮先前步驟的決策過程。

(4) 決定如何得到完整的最佳解，可從最後一個步驟往回推出每個步驟的決策過程。
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如果把上面的句子以數學的語言來描述如下：

假設總共分成有 N個步驟；

把現今步驟標記為 n，n為 1到 N的整數；

對於現今步驟 n，存在有狀態變數 sn對應到可能的各種狀態；

對於現今步驟 n，存在有決策變數 xn對應到可能的各種決策；

給定 sn的情況下，最佳的決策為 xn*；

fn(sn, xn)為步驟 n ⋯ N對目標函數值的貢獻；

fn*(sn, xn*)為最佳決策下，步驟 n ⋯ N 對目標函數值的貢獻；

有了上面的定義之後，我們就可以利用動態規劃法來找到最佳解（或者是說做出最佳的決定）。

讓我們來試一個簡單的題目：假設某研究機構想要設計一部導航電腦供飛往土星的探測器使用，目前

機構裡有三個研究團隊同時用不同的方法進行設計，經過專家的評估，三個團隊目前的失敗率分別是

0.4、0.5、0.8。假設三個團隊同時都失敗的機率是 (0.4)*(0.5)*(0.8) = 0.16，為了降低失敗率，高層決定

從彗星小組借調兩位有經驗的工程師，但得決定把他們放入哪一個團隊。專家分析後發現，增加人手

對於降低三個團隊的失敗率有不同的影響（如下表），那應該要怎麼分配會比較好 ?因為團隊和工程師

的數目都不大，我們當然可以用窮舉法找出最佳解，但是讓我們試試動態規劃法的步驟。

新加入的 
工程師人數

失敗率

團隊

1 2 3
0 0.4 0.5 0.8
1 0.25 0.3 0.6
2 0.2 0.25 0.4

如果把分到三個團隊的決策過程看成是三個步驟，整個題目可表示成：

Minimize  ∏3
i = 1 pi (xi) = p1 (x1) p2(x2) p3(x3)

             subject to            ∑3
i = 1 xi = 2

                                  x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

從定義可以得到：fn (sn, xn) = pn (xn) · min ∏3
i = n + 1 pi (xi) 與 ∑3

i = n xi = sn。 

其中：

sn為分到第 n到第 3個團隊的工程師數目；

xn為分到第 n個團隊的工程師數目。

同時，如果定義  fn*(sn) = min   fn (sn, xn)，可以推得：

                             fn (sn, xn) = pn (xn) · f *n  + 1 (sn – xn) 。

如此一來，整個遞迴關係就可表示成：

 fn*(sn) =       min      { pn (xn) · f *n  + 1 (sn – xn)}, n = 1, 2,

f3*(s3) =       min       p3(x3).
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所以整個的求解過程，就可以整理如下：

         n = 3:
x3

s3

f3 (s3, x3) = p3 (x3)
f3* (s3) x3*0 1 2

0 0.8 X X 0.8 0
1 X 0.6 X 0.6 1
2 X X 0.4 0.4 2

         n = 2:
x2

s2

f2 (s2, x2) = p2(x2) · f3* (s2 – x2)
f2* (s2) x2*

0 1 2

0 0.4 X X 0.4 0

1 0.3 0.24 X 0.24 1

2 0.2 0.18 0.2 0.18 1

         n = 1:
x1

s1

f1 (s1, x1) = p1(x1) · f2* (s1 – x1)
f1* (s1) x1*

0 1 2

0 X X X X X

1 X X X X X

2 0.072 0.06 0.08 0.06 1

由表中可推知，失敗率最低的最佳解應為 x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0, f *  = 0.06。因此，兩位工程師應該分

別分配至第一及第二團隊。在這邊我們是使用製表的方式來進行整理，在實際應用上則會利用編寫程

式的方法來進行。

電機資訊領域使用動態規劃法對問題求最佳解，基本上就是類似上述的方法，只不過問題的規模

更大，而形式也不一定是單純相乘 1 （如上面的例題）或是單純相加 2。這些應用包含通訊編碼的解碼

計算、字串的比對搜尋程序等等，將來有機會再跟大家做深入的介紹。

1.   fn*(sn) =       min      { pn (xn) · f *n  + 1 (sn – xn)}  fn*(sn) =       min      { pn (xn) · f *n  + 1 (sn – xn)}

2.   fn*(sn) =       min      { pn (xn) + f *n  + 1 (sn – xn)}  fn*(sn) =       min      { pn (xn) +  f *n  + 1 (sn – xn)}

或是

或是
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